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Ankûndigung. 



Der grossartige Aufschwung, welchen die Naturwissenschaften 
in unserer Zeit erfahren haben, îst, wie allgemein anerkannt wîrd, 
nicht zum kleinsten Masse durch die Ausbîldung und Verbreîtung 
der Unterrîchtsmittel, der Experimentalvorlesungen, Labora- 
torîen u. s. w., bedîngt. Wfthrend aber durch die vorhandenen 
Einrichtungen zwar die Kenntniss des gegenwftrtigen Inhaltes der 
Wissenschaft auf das erfolgreichste vermittelt wird, haben hoch- 
stehende und weitblîckende Mftnner wiederholt auf einen Mangel 
hinweisen mûssen, welcher der gegenwfirtigen wissenschafdichen 
Ausbîldung jûngerer Krftfte nur zu oft anhaftet. Es ist dies das 
Fehlen des historischen Sinnes und der Mangel an 
Kenntniss jener grossen Arbeiten, auf welchen das 
Gebftude der Wissenschaft ruht. 

Diesem Mangel soll durch die Herausgabe der Klassiker 
der exaktèn Wissenschaften abgeholfen werden. In handlicher 
Form und zu billigem Freise sollen die grundlegenden Abbandlun- 
gen der gesammten exakten Wissenschaften den Kreisen der Lehren- 
den und Lemenden zug&nglich gemacht werden. Es soll dadurch 
ein Unterrichtsmittel beschafft werden, welches das Eindringen 
in die Wissenschaft gleichzeitig belebt und vertieft Dasselbe ist 
aber auch ein Forschungsmittel von gfosser BedeutuDg. Denn 
in jenen grundlegenden Schriften ruhten nicht nur die Keime, welche 
inzwischen sich entwickôlt und Frûchte getragen haben, sondem 
es ruhen in ihnen noch zahllose andere Keime, die noch der Ent- 
wicklung harren, und dem in der Wissenschaft Arbeitenden und 
Forschenden bilden jene Schriften eine unerschOpfliche Fundgrube 
von Anregungen und fOrdemden Gedanken. 

Die Klassiker der exakten Wissenschaften sollen 
ihrem Namen gem&ss die rationellen Naturwissenschaften, von der 
Mathematik bis zur Physiologie umfassen und werden Abhandlungen 
aus den Gebieten derMathematik, Astronomie, Physik, Chemie 
(einschliesslich Krystallkunde) und Physiologie enthalten. 

Die allgemeine Redaktion fOhrt von jetzt ab Prof essor 
Dr. Arthur von Oettingen (Leipzig); die eînzelnen Ausgaben 
werden durch hervorragende Vertreter der betreffenden Wissen- 
schaften besorgt werden. Die Leitung der einzelnen Abtheilungen 
ûbemahmen: fflr Astronomie Prof Dr. Bruns (Leipzig), fflr Mathe- 
matik Prof. Dr. Wangerin (Halle), fur Krystallkunde Prof. Dr. 
Groth (Mûnchen), fiir Pflanzenphysiologie Prof Dr. W. Pfeffer 
(Leipzig), fur Chemie Prof Dr. W. Ostwald (Leipzig), fiir Physik 
l'rof. Dr. Arthur Ton Oettingen (Leipzig). 
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yon 

N. H. Abel. 

(Aus Crelle's Journal Bd. I. 1826.) 



I. 

Untersncht man das Raisonnement, dessen man sich ge- 
wdhnlich bedient, wo es sich um unendliche Reihen handelt, 
genaner, so wird man finden, dass es im Ganzen wenig be- 
friedigend, und dass also die Zabi derjenigen Sâtze von 
nnendlichen Reihen, die als streng begrûndet angesehen werden 
kônnen, nur sehr gering ist. Man wendet gewôhnlich die 
Operationen der Analysis auf die nnendlichen Reihen eben so 
an, als wUren die Reihen endlich. Dies scheint mir ohne 
besonderen Beweis nicht erlaubt. Sind z. B. zwei Reihen mit 
einander zn multipliciren, so setzt man 

K + Wi+«« + e<3 + ) (Vo + ^x+Vi+^s + ) 

+ K^n + ^^4^'«-l +^^4^'n-« + +^n^o) + 

Dièse GleichungistYollkommenrichtig, wenn die beiden Reihen 

endlich sind. Sind sie aber unendlich, so mtissen sie erstlich 
nothwendig convergiren, weil eine divergirende Reihe keine 
Snmme hat, und dann mnss anch die Reihe auf der recbten Seite 
obiger Gleichung ebenfalls convergiren. Nur mit dieser Ein- 
schrânkung ist die obige Gleichung richtig. Irre ich nicht, so ist 
dièse ËinschrUnkung bis jetzt nicht berticksichtigt worden. Es soll 
in gegenw&rtîgem Aufsatze geschehen. Eben so ist eine Menge 

1* 
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âhnlicher Operationen zn rechtfertigen nôthig, z. B. das ge- 
wdhnliche YerfahreD, eîne Grosse durch eine unendliche Reihe 
zn divîdiren, eîne unendliche Reihe zn einer Potenz zn er- 
heben, den Logarithmus, den Sinus, Cosinus davon zu 
nehmen, n. s. w. 

Ein anderes Yerfahren, welches man hilufig in der Analysis 
antiifft, und welches nur zu oft auf Widersprîlche ftthrt, ist 
das : divergirende Eeihen zur Berechnung numerischer Werthe 
von Reihen zu gebrauchen. Eine divergirende Reihe kann nie 
einer bestimmten Grosse gleich sein: sie ist bloss ein Aus- 
druck mit gewissen Eigenschaften, die sich auf die Operationen 
beziehen, denen die [312J Reihe unterworfen ist. Die diver- 
girenden Reihen kônnen zuweilen mit Nutzen als Symbole 
dienen, dièse oder jene Siltze ktlrzer auszudrûcken ; aber man 
darf sie nie an die Stelle bestimmter Grôssen setzen. Thut 
man es, so kann man beweisen, was man will: Unmôgliches 
sowohl als Môgliches. 

Eine der merkwûrdigsten Reihen der algebraischen Ana- 
lysis ist folgende: 

m{m—l)—-[m—{n—i)] _^ , 
^1-2 n ^ 

Ist m eine ganze, positive Zahl, so l&sst sich die Summe 
dieser Reihe, welche in diesem Falle endlich ist, bekanntlich 
durch (1 4- ^)^ ausdrûcken. Ist m keine ganze Zahl, so geht 
die Reihe in's Unendliche fort, und sie wird convergiren oder 
divergiren, je nachdem die Grôssen m und x dièse oder jene 
Werthe haben. In diesem Falle setzt man nun ebenfalls die 
Gleichung 

(l+^r=l+Y-^+ ^ ^ ^ ^ .x^ + ; 

aber dann drûckt die Gleichheit weîter nichts aus, als dass 
die beiden Ausdrflcke 

(l+:crund 1 + y'^+ ^ \ ^ 'X^+ 

gewisse Eigenschaften gemein haben, von welchen, ffir gewisse 
Werthe von m und a;, die numerische Gleichheit der Aus- 
drflcke abhângt. Man nimmt an, dass die numerische Gleich- 
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heît immer stattfinden werde^ wenn die Reihe convergent ist; 
dies ist aber bis jetzt noch nicht bewiesen worden. Es sind 
selbst nicht aile Fftlle untersncht worden, wo die Reihe con- 
vergeiït ist. Selbst wenn man die Existenz der obigen 
Gleichung voraussetzte, mûsste dennoch der Werth von 
(1 + :c)^ gesucht werden; denn der Ausdruck hat im Allge- 
meinen unendlich viele verschiedene Werthe, wàhrend die 
Reihe 1 + ma: + nur einen einzigen hat. 

Der Zweck dieser Abhandlnng ist, die Ausftlllang einer 
Lûcke zu versuchen, und zwar dnrch die vollstândige Anf- 
lôsung des folgenden Problems: 

»Die Snmme der Reihe 

1 1 • 2 1 • 2 • 3 

ftir aile diejenigen reellen oder imaginâren Werthe von x 
und m zu finden, filr welche die Reihe convergîrt.a 

n. 

Wir woUen zuerst einige nothwendige Sâtze ûber die Reihen 
aufstellen. [313] Das vortreflfliche Werk von Cauchy y^Cours 
(^analyse de V école polytechniques ^), welches von jedem Ana- 
lysten gelesen werden sollte, der die Strenge bei mathe- 
matischen Untersuchungen liebt, wird uns dabei zum Leitfaden 
dienen. 

Erklârung. Eine beliebige Reihe 

«'o + ^i + ^îH h^mH 

soll convergent heissen, wenn, fur stets wachsende Werthe 

von w, die Summe t?o + ^4 + * * ' * + ^m ^^^^ ®^^®' gewissen 
Grenze beliebig nâhert. Dièse Grenze soll Summe der 
Reihe heissen. Im entgegengesetzten Falle soll die Reihe 
divergent heissen, sie hat alsdann keine Summe. Ans dieser 
Erklârung folgt, dass, wenn eine Reihe convergiren soll, es 
nothwendig und hinreichend ist, dass, fflr stets wachsende 

Werthe von m, die Summe v^ + t?^+j + + ^m-¥4h sich 

Null beliebig nâhert, welchen Werth auch n haben mag. 

In einer beliebigen convergenten Reihe wird sich daher das 
allgemeine Glied v^ der Null beliebig nâhern*). 

*) Der Kiirze wegen soll in dieser Abhandlung unter cd einie 
Grosse verstanden werden, die kleiner sein kann, als jede gegebene, 
noch so kleine GrOsse. 
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Lehrsatz I. Wenn man durch Çg, ç^, q^, eine Reihe 

.positiver Grôssen bezeichnet und der Quotient -^^?±^ , ftlr stets 

wachsende Werthe von m, einer Qrenze a sich nâliert, die 
grdsser ist als 1: so wird die Reihe 

hQo + ^iQi + ^tQi-^ •+«m?m + î 

worin £«» eine Grdsse ist, die, fftr stets wachsende Werthe 
von m, sich nicht beliebig der Nnll nâhert, nothwendig 
divergiren. 

L ehrsatz II. Wenn in einer Reihe von positiven Grôssen, wie 

eo + ?4+e«H \'Qm-\ , der Quotient -^^^=^ , fîlr stets 

Qm 
wachsende Werthe von m, sich einer Orenze a beliebig nâhert, 

welche kleiner ist als 1, so wird die Reihe 

worin «o? ^i> ^«? Grôssen sind, die die Einheit nicht 

tlbersteigen, nothwendig convergiren. 

In der That kann man, der Voraussetzung zufolge, m immer 
gross genug annehmen, dass Q^_^^ < aç^, ç^+, < «ç^i+i» 

• • • • Qm^ < «Çw+n-i ist- Hieraus folgt ç^+fe < a^ ' Cm, 
und mithin 

[314] und folglich um so mehr 

^m Qm "i" ^m+i Qni+i "i~ i ^m-^n Qm+n \ 



1— a 

Da aber ç^-^k < ^^Qm ^^^ « <! 1? so ist klar, dass ç^, und 
folglich auch die Snmme 

^m Qm I ^w+i Qm-hi "T" "T" ^m-¥nQm+n 

Null zur Grenze haben wird. 

Folglich ist die obige Reihe convergent. 

Lehrsatz III. Bezeichnet man durch /q? ^i? ^27 -**? ^m? *** 
eine Reihe von beliebigen Grôssen, und ist die Grosse 

stets kleiner als eine bestimmte Grosse ô, so hat man 

wo £(), €^, €27 ••• positive, abnehmende Grôssen sind. 
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In der That ist 

^0 =Po 1 h =Pi —Po 1 k =P% —Pu 



• • • • • 



also 

r=e^Po + ^i{Pi—Po) + h{Pi—Pi) H t-«mtPw— i^m-i)) 

oder anch 

r =i>o(«o — «4)+;^i(«4 — «»)+ +Pm-d^m--i—^m) 

Da aber e^ — ^u «i — ««» positiv sind, so ist die Grosse 

r offenbar kleiner als S . e^. 

ErklftrnBg. Bine Fanction/f^;) soll eine stetige Fnnctlon 
von X zwischen den Orenzen x = a, x=b heissen, wenn 
fur einen beliebigen Werth von x -zwischen diesen Gfrenzen 
die Grosse f(x — fi) sicb, fur stets abnehmende Werthe von fi, 
der Grenze ^{x) beliebig nfthert. 

Lehrsatz IV. Wenn die Reihe 

fttr einen gewissen Werth ô von a convergîrt, so wird sie 
auch fur jeden kleineren Werth von a convergiren, nnd 
von der Art sein, dass f(a — fi), fur stets abnehmende Werthe 
von fi y sich der Grenze f(a) beliebig nâhert, vorausgesetzt, 
dass a gleich oder kleiner ist als ô. 
Es sei 2) 

so ist 

[316] tf, (ce) = ( Jp v^ d»» + ( J)"*"' . v„^, ô^*^ + 

p die grôsste der Grdssen t?^^, ^m^"* + î?m+i^^S 
^m^ + ^m+4 ^'^'^' + ^nM ^"^i • • • bezeichnet. Mithin kann 
man fttr jeden Werth von a, der gleich oder kleiner ist 
als ô, m gross genug annehmen, dass 

1^ (a) = w 

ist Nun ist f{à) = g) {a) + 1// (a), aise 

f{a)-f{a-^=q>{a)-q>(a-p) + a>. 



m 

wenn 
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Da femer q>(a) eine ganze Fnnction von a ist, so kann man /? 
klein genng annehmen, dass 

g){a) — q){a—fi) = oj; 
also ist ebenfalls 

f{a]-f{a-^) = œ, 
wodnrch der Lehrsatz bewiesen wird. 
Lehrsatz Y. Es sei' 

eine convergente^] Reîhe, in welcher t?o, v^JV^, ... continuirliche 
Fnnctionen einer nnd derselben verânderllchen Grosse x sind 
zwischen den Grenzen xj= a nnd x = b, so ist die Reihe 

f(x) = % + v^a + v^a^ + , 

wo a <! ^, convergent nnd eine stetige Fnnction von x zwi- 
seben denselben Grenzen. 

Es ist schon bewiesen, dass die Reihe f{x) convergirt. 
Dass die Fnnctiony(â;) stetig ist, lâsst sich, wie folgt, beweisen. 

Es sei 

Vfi-^v^a+ + «?m-i «*""* = y (^)) 

so ist 

f{x) = q)[x)+tp{x). 
Da aber 

+ , 

so bat man, wenn man dnrch 6 (x) die grôsste nnter den Grdssen 

^m^ y^m^ \ ^m+4 " > ^w " ^ ^m+4 " ^ ^m+« " > • • • 
bezeicbnet, vermôge des Lehrsatzes (lUj: 

[316] Hierans folgt, dass man m gross genng nehmen kann, 
dass ip [x] = 0)^ nnd daher aucb 

f[x) = Cp [x] 4- 0) 

wird, wo 0) kleiner ist, als jede angebbare Grosse. 
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Es îst ebenso 

also 

f{x)-f{x—^)=cp{x)-^q>{x—^) + co. 

Dem Ansdruck von q) (x) zufolge ist aber klar, dass man ^ 
klein genug annehmen kann, dass 

q){x) — q)[x — /?) ='(0^) 

wird, nnd daraus folgt 

Also ist die Function f[x) stetig*). 

Lehrsatz VL Bezeîchnet man durch q^^ q^^ ç^, 

Çq', ç/, Çj', die Zahlenwerthe der resp. Glieder zweier 

convergenten Reihen 

V + ^i' + V+ =P'y 

nnd sind die Reihen 

Qo + Qi + Qi + ^nd 

ebenfalls convergent, so ist anch die Reihe 

^0 +^1 + ^î H H^mH 7 

deren allgemeines Glied 

*) In dem oben aDgeftthrten Werke des Herrn Gauchi/ (S. 131) 
findet man folgenden Lehrsatz: 

»Wenn die verschiedenen Glieder der Reihe 

tfO + «1 4- W2 + «3 4- • • • • 

Functîonen einer nnd derselben veranderlichen Grosse x sind, nnd 
zwar stetige Functionen in Beziehnng auf dièse Yerânderliche in 
der Nahe eines besonderen Werthes, flir welchen die Reihe con- 
vergirt, so ist auch die Summe s der Reihe in der Nahe jenes 
besonderen Werthes eine stetige Fnnction von x.€ 

Es scheint mir, dass dieser Lehrsatz Ansnahmen leidet. So 
ist z. B. die Reihe 

sin y — ^ sin 2^ -(- ^ sin 3 9 — • • • • 

nnstetig flir jeden Werth (2m + 1) n von y, wo m eine ganze Zahl 
ist. Bekanntlich giebt es eine Menge von Reihen mit âhnlichcn 
Eigenschaften^). 
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convergent, nnd ihre Summe îst 

[317] {v, + v, + v^+ )><{v\ + v\+v\+ ).«) 

Beweis. Setzt man 

JP'm = ^'o + ^'i + +^'m, 

so sieht man leicht, dass 

+P\^%m+P\^im^i + +P'm^i^m+i (=0)- 

"Sôt^tman nnn 

Qo + Qi + Qi + =^\ 

q\+q\ + q\+ =w', 

80 ist klar, dass, ohne Rûcksicht auf das Zeichen, 

Da aber die Reiben 

convergent sind, so werden sich die Grôssen t und f, fflr 
stets zunebmende Wertbe von m, der Grenze Null beliebig nàbern. 
Setzt man also în der Gleicbung [a) m nnendlicb gross, so îst 

{^0 + ^1 + ^^+ )('^\ + ^\+^\+ )• 

Gesetzt, t^, t^J t^, ...., t\, t\^ t\, .... seien zwei Reiben 
positiver nnd negatîver Grdssen, deren allgemeine Glieder sicb 
der Nnll beliebig nâbem, so folgt ans dem Lebrsatze (II), 
dass die Reiben 

.^o + ^4« + ^î«*H , t\ + t\a + t\a^ + , 

worin a eine Grosse bezeicbnet, die kleiner ist als 1, con- 
vergent sein m'ûssen. Es verbâlt sicb eben so, wenn man 
jedem Gliede seinen Zablenwertb giebt, also ist znfolge des 
vorbergebenden Lebrsatzes: 



• • • • 






(*) 
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1 1-2 

K + «. «+<»«* + )it\ + t\a+t\a*+ )=] 

+ 

Nimmt man nnn an, dass die drei Beihen 

to + tt + tt + » 

t'o + t\+t\ + und 

'0 «'0 + {fi «'. + <o i\) + (i* t\ + *i t\ + h t\) + 

[318] convergent sind, so findet man, vermdge des Lehr- 
satzes (IV), wenn man in der Gleichung [b] a der Eînheit 
sich nâhern lilsst: 

(h+t,+u + )[t\+t\+t\+ ) = 

ht\+[t^t\+t,t\)+[t^t\+t,t\+t,t\)+ 

m. 

Wir woUen jetzt die gegebene Reihe 

. m mjm-^ 

nntersuchen. 

Bezeîchnet man sie dnrch q) (m), nnd setzt man, der Etirze 

- m m -{m — 1) -, „ 

wegen, \=m^^ —=in^^ - — ^ — - — ^ = m,, nnd allgemem 

1 .... 1 • 2 

m[m — 1) .... (m — u + l) 

I ■ 2 .......^u -^/-> '" ''*• 

(1) q)[m)^=m^'\-rni^-^^<i^'^ H \-^fji^^'\ 

Es kommt nnn znnftchst darauf an, die. Werthe von m und x 
zu finden, ftlr welche die Reihe convergirt. 

Da die Grôssen m nnd x îm Allgemeinen auch imaginer 
sein kônnen, so sei 

wo a, bj kj k\ réelle Grdssen sind. Substitnirt man dièse 
Werthe in Gleichnng (1), so nimmt dieselbe folgende 
Form an: 
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wo p nnd q Reîhen sind, deren Olîeder réelle Werthe habën. 
Man kann dièse Reihen, wie folgt, finden: 
Es sei 

(«* + *') =«, - = cosf/), - = sin5P, 

so îst 

x=a (cos(jp+i'Sin9)), 

wo a und q) zwei réelle Grôssen sînd nnd a ansserdem 
positiv ist. 

Setzt man ebenso 

m — jU+1 . / , • . x k-\-k'i — iU + 1 
j^ =^^-(cosy^ + «.siny^) = -—^ : 

SO findet man 



^-= FT) - 



A— a+1 . A' 

[319] Setzt man in dem Ansdruck: 

^ = ^^(cosy^ + t.8iny^) 

f.t der Reihe nach gleich 1, 2, 3, , fx, so bekommt man 

f.c Gleichnngen, welcbe, Glied fur Glied mit einander mnltiplicîrt, 

m{m — 1) (m — 2) (m — fi+l) 

'^^~ 1.2.3 ^t 

+ t.sin(y^+y,H hy^)] 

geben werden. 

Hieraus folgt, wenn man mit 

xf^ := a^ (cos (jp + e • sin cp)f^ = af^ (cos ^(jp + i • sin /tçp) 

mnltiplicirt : 

+ i.sin(^9? + y4 + y,+ +y^)], 
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oder anch; wenn man der Etirze wegen 

i^V + Yi + Y^ + Yz-^ \'YfJL=^u setzt: 

m . xf*=X^ • a^{cos S^ + i • sin 0^} • 
Der Ausdruck (1) geht dadurch in 
(p{m) = l + l^a (cos ^1 + i • sin ^^ ) + ^4 «* (cos d, + * • sin 6^) 

+ • • — I" ^u ^'* (®os ^^ + « • sin 0^) ^ , 

oder in 

1 + A^a'cos04 +^4»* 'COS©, H • +A«a^cosd»+ • •• • 

+ i(A^a •sind4 + ^4«*'Sin0^4-- 1-^^«^ -81^0^+ ••• •} 

tlber; alao ist 

'/?= 1+ A^ a • cos S^ 4-^î«* • cos ©2 H h A„ a^ • cos On 

H > 

y = A4 a • sin ©^ + Âj a* • sin^j H • + A^ «^ • sin ©« 

I ' • • • • 

Nun behanpte ich, dass dièse Reihen divergiren oder 

convergiren, je nachdem a grôsser oder kleiner als 1 ist. 

Ans dem Ansdruck fîlr A^ foigt A»^.^ = ^^^^ • A», also 

A^ a^ ^^* 

[320] Es ist aber 



(2) 




also wird siclji J», fur stets wachsende Werthe von ^, der 

A ai^"*"* 
Grenze 1, nnd folglich ^* » — der Grenze a nâhern. Mit- 

hin sind, vermdge der Lehrsfttze (I) nnd (II) im vorher- 
gehenden Paragraphe die Reihen p nnd q divergent oder 
convergent, je nachdem a grdsser oder kleiner ist, als 
die Einheit. Mit der gegebenen Reihe q) (m) verh&lt es sich 
folglich ebenso. 



14 . N. H. Abel. 

Der Fally wo a = 1 ist, wird weiter nnten behandelt werden. 

Da die Reihe cp{m) fur jeden Werth von a convergirt, 
der kleiner ist als 1: so wird ihre Samme eine gewisse 
Fnnction von m nnd x sein. Man kann anf folgende Art 
eine Ëigensclmft dieser Function anfstellen, welche dazu dienen 
kann, sie zu finden: 

Es ist 

q){m) =fn^ + m^ a: + w , a;* -| h^^^^H •, 

(jp (w) = Wq + w^ rc + n^x^ H f- 7i^x^ + 



7 



WO fiu den Werth von m„ fur m = n bezeichnet. Hieraus 
ergiebt sich nach dem Lehrsatz (YI): 

wo ^^==w„a:^; t'=nuxf^, sobald die Reihe auf der rechten 
Seite convergent ist. Substituirt man die Werthe von t^, 
und t'ui so erhâlt man 

(p (m) 'cp{n) = 

Nun ist, vermôge einer den Grôssen m^ gemeinsamen 
Eigenschaft 

{m + n)^ = m^ n^-\-m^ n^^, +m^ w^_, H \- m^n^ , 

wo (w + ^^) » den Werth von m„ bezeichnet, wenn man darin 
m + n statt m setzt. Mithin erhâlt man durch Substitation : 

cp{m)'Cp (7^) = (w^-;^)o + (^+^)i^+(^ + ^)î^*^ 

Aber nach dem Yorhergehenden ist das Glied auf der rechten 
Seite dieser Gleichung eine convergente Reihe, nnd genau das- 
selbe wie (p[m -{- n). Also ist 

(3) g) (m)' (p [n] = (p {m + n). 

Dièse Gleichung drûckt eine Grund-Eigenschaft der Functioa 
g) (m) aus. [321] Wir wollen jetzt ans derselben den Ausdrnck 
der Function in endlicher Form vermittelst Exponential* 
Grôssen, logarithmischer und Kreis-Functionen herleiten. 

Wie man oben sah, ist cp [m) von der Form J» + g' », wo 
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p nnd q stets reell und Functionen der Grôssen kj k\ a and 
q) sind, wâhrend m = k + k' i, x = «(cos (jp + t • sin g)) ist. 
Man setze 

p^qi=:r (co8 « + * • sin s) , 

so findet man 

wo r stets positiv nnd s eine réelle Grosse ist. Man setze 

r=:f(k,k'}, s = xp{k,k'), 
so ist 
[^')p + qi=(p [k+k'i)=f[k,K) [ç.o^xp[k,k')+i' mnpik.k')], 

Hieraus ergiebt sich, wenn man nach nnd nach / nnd V^ nnd 
k + 1 nnd A' + r an die Stelle von k nnd k' setzt: 

9, (/+ r *)=/(/, [cos 1/; (/, r) +*• sin (/;(/,/')] , 

(p[k+i+[k'+r)t\=f(k+i,k'+r)'[Qo^xp[k+i,k'+V) 

+ i'ûuxp{k + l,k' + V)]. 

Aber vermôge der Oleichung g) (m) - q) (n) =^ q) [m-\-n) ist 

q)[k+l + [k' + r)%\ = q){k+k' i) ' (p[l+r i) , 

wenn man m = A + A't, ;^ = /-f-Z'^ setzt. Folglich erhâlt 
man dnrch Substitution: 

f [k+l,k' +V) {i^o^xp[k + l,k' +1') +i ' ^mxjj [k+l,k' +V)} 

=mj^'yf\m{^o^Mk,k'^^^ 

Dièse Gleiohung giebt, wenn man die reellen Glieder von den 
imaginâren absondert: 

f[k+l,k'+l')'i^o^ip{k + l,k'+r] 
=/(*, *') 'f[h ^ V cos {(/. [k, k') + xp(l, l') ) , 

f(k+l,k' + 1')' ^mip{k + l,k' +V) 

=f'Â^l 'Ah n • sin {ilJ(k,k') + ip{l, r)) . 

Quadrirt nnd addirt man dièse Gleichnngen, so erhâlt man: 

[f{k+i, k'+ /')]*=[/(^-, k') .f[i,nf 
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und hieraus: 

[322] (4) f{Jc+l,k-+l')=f[k,K].f[l,V). 

Vermôge dîeser Gleichnng gehen die obigen in folgende tlber: 
cosV/(A + ?,A' + 0=co8{ï//(A, *') + !/; (/,/')}, 

sin xp(k + l,k' + 1') = sin {xp [k, k') + xlj [l, V)} . 
Dièse Gleichnngen geben 

(5) xp(k+l,k' + l')=^2M7t + yj(k,k') + ip(l,r), 

wo M eine ganze, positive oder négative Zabi îst ^j. 

Jetzt kommt es daranf an^ ans den Gleichnngen (4) nnd (5) 
die Fnnctionen y(A, A') nnd xp(kyk') zu finden. 

Znerst behanpte ich, dass sie stetige Fnnctionen von k 
nnd k\ zwischen beliebigen Grenzen dieser verânderlichen 
Grôssen^ sein werden. In der That sind p nnd q, nach dem 
Lehrsatze (V), oflfenbar stetige Fnnctionen^). Es ist aber 

cos ip(k, k') =ji^-jT^ ; sin xp (A, k') = j(^ ; 

folglich ist f[k^k') eine stetige Function; ebenso cos i/; (A, A') 
nnd sin ipÇk^k'). Daher kann man voranssetzen , dass es 
xp{k^k*] ebenfalls ist. Wir woUen znerst die Gleichnng (5) 
nntersnchen. Daî/;(A,A'j eine stetige Function ist, so mnss 
M ftir aile Werthe von A, k\ l, V denselben Werth haben. 
Setzt man also der Reihe nach / = , A = , so erhftlt man 

\p[k,K + r)=2M7t+\p[k,k')+\p{(i,l'), 
xp[l,k' + r)=:2M7t + xp{Q,k') + xp[l,r], 

Ëliminirt man zwischen diesen Gleichnngen nnd der Gleichnng (5) 
die beiden Grôssen î// (A, A') undî/;(/,r), so findet man 

Der Etlrze wegen sei 

f6^ i^}j(k,k'+r) = e{k), 

^ ' \2M7t+xlj{<D,k') + xp(<),l')=a, 

80 ist 
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(7) e{k)+e{i)=a+e[k+i). 

Setzt man hierîn der Reihe nach l=k, 2ky ....j qA, so er- 
hâlt man: 

20{k)=a + e(2k), 

0(k)+d(2k) = a+d{3k), 

6{k) + d{3k)=a + d{Ak), 



d{k) + 6[{Q—i)k] = a+e{Qk). 

Addîrt man dièse Gleichungen, so findet man 

[323] (7') Qd{k) = (Q—i)a+e{Qk). 

Hieraus folgt, wenn man ^ == 1 setzt, 

e{ç)=ç(d[l)-a)+a, 

oder auch, wenn man d(i) — a = c setzt, 

(8) 0(Q) = C'Q + a. 

Di€i^en Werth hat also die Function 6(k)y wenn k eine ganze 
Zabi ist. Aber die Function 6{k) wird fur aile Werthe von k 
dieselbe Form haben, was sich leicht, wie folgt, beweisen lUsst: 

Setzt man in der Gleichnng (7') A = — , wo ^ eine ganze 

Zabi ist, so ist ç-^j— j=(ç — l)a + ^M- Aber vermôge der 
Gleicbung (8) ist 

Mitbin findet man, wenn man substitnirt und durcb q dividirt: 

« 

Die Gleichnng (8) findet daber fur aile positiven und 
rationalen Werthe von q statt. Gesetzt nun , / sei = — k, 
80 geht die Gleichnng (7) in 

6{k) + {d—k) = a + d(0) 

flber. Hieraus folgt, wenn man ^ = setzt: 

0(0) = a, und folglich 6(—&) = 2a — 6(k). 

Ist aber k rational und positiv, so erhâlt man 

Ostwald's Klassiker. 71. 2 
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0{k)='C'k'\-ay also d( — k)= — C'k-{-a. 

Die Oleîcbang 
(9) 6(k) = C'k-{-a 

findet also allgemein fur aile rationalen Werthe von k^ und 
folglich, weil 0{k) eine stetige Function ist, ftlr aile reellen 
Werthe von k statt. 
Nun ist 

e{k) = tpik.k'-^î'-) und 'a^=r2M7V+if^(0,k'] + 1/^(0, l') ; 
setzt man also c^=0{k\ V)^ so erhâlt man 

(10) ^p[k,k'-\'r)=e{k\r)-k+2M7t+xp[^,k')+^[(i,r). 

Hieraas ergiebt sich, wenn man A = setzt, 

î// (0,*' + r) = 2 Jl[f7r + T/;(0, A') + î// (0,Z'). 

Da dièse Gleichnng dieselbe Form hat, wie die Gleichung (7), 
so wird sie auf dieselbe Weise: 

xp[(d^k') = ^''k'—2M7t 

geben, wo /?' eine von M nnabhângige Grosse ist. 

[324] Setzt man V an die Stelle von k\ so erhâlt man 

Substituirt man dièse Werthe von xjj[O^K) und ip{0,r) in 
Gleichung (10), so ergiebt sich 

xp(k,k'+r)=6{k\r)'k+^'[k'+r)—2M7t. 

Hieraus sieht man, dass ^(A',/') eine Function von^'+T isL 
Bezeichnet man sie durch F{k'-\-l'), so ist 

tp{k,k'+r)=F(k'+r)'k+fi'{k'+n—2M7v, 

ùnd folglich, wenn man l' = setzt, 

xlj{k,k']=F{k')-k + ^'k' — 2Mjt. 

Erwftgt man, dass 

■i}j{k,k'+l')='iM}i+xfj(k,k'] + rp{0,l']^), 
ip{0,l')-=fi'r — 2M7t, 

so giebt die obige Gleichung 

F{k'+l')-k + ^'{&' + l')—2M}i 
= 2M7t + F[k')-k+fi'k' — 2M7t + ^'r—2M}t, 

das heisst: 

F{k' + l') = F(k'). 
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Setzt man also A' = 0, so ist F {l') = F(0) = § = F[k') . Der 
Werth von tp(ijk') geht also schliesslich in 

(11) 'ilj{k,k') = ^'k + fi''k' — 2M7t 

ûber, wo fi und fi' zwei Constanten sind. Dieser Werth von 
"ifj (kj k') wird in der That der Gleichung (5) ganz allgemein 
Genûge leisten, wie leicht zn sehen. 

Jetzt woUen wir die Gleichnng 

nntersuchen. DsLf{k,k') immer eine positive Grosse ist, so 
kann man setzen: 

wo F(k,k'] eine réelle, stetige Function von k und k' be- 
deutet. Substituirt man und nimmt die Logarithmen der 
beiden Glieder, so findet man 

F{k + l,k'+l')=F(k,k') + F{l,r). 

Da dièse Gleichung mit der Gleichung (5) fibereinstimmt, wenn 
man F statt 1//, und statt M setzt, so giebt sie, vermôge 
der Gleichung (11): 

(12) F(k,k') = d'k + d''k', 

wo ô und d\ ebenso wie fi und fi\ zwei von k und k' unab- 
hângige GrOssen sind. Die Function y (A, A') geht also in 

/(A, A') = e^*+^'*' 
[325] ttber. 

Nachdem auf dièse Weise die Functionen xp (k , k'} 
und f(kjk') gefunden worden, hat man, vermôge der 
Gleichung (3') 

(13) (p{k+k'i) = e^^+^'^[co^{fik + fi'k')+i'Sm{fik + fi'k% 

worin noch die Grdssen 5, d\ fi, fi\ die nur Functionen von 
ce und cp sein kônnen, gefunden werden mtlssen. 

Es ist 

(p[k + k'i)=p + qi, 

m 

wo p und q durch die Gleîchungen (2) gegeben sind. Sondert 
man die reellen Grôssen von den imaginâren ab, so ist: 

1* 
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(14) 



e^^+à'v . cos {pk + ^'k')=\+l,a cos 6^ + A, a« cos 0^ 
-\ h ^^ a •" • co s d^ H , 

^âk+ô^v . sÎD (/ï A 4- /î ' A') = X,a sin fl, + >t, a* sin 0, 
+ •••• + A^ «^ • sin fl^ + ••• • 



Wir woUen nun zuerst den Fall betrachten, wo m reell, 
d. h., wo A' = ist. Alsdann gehen die Ausdrûcke (12.) in 

e** • cos /? A = 1 + 7 • « cos qp H ^ — -— - a* cos 2 q) 

1 X * ^ 



(15) 



H — 1 .2.3 ^ ^^^^y + • •; • =/W » 

k'{k—\]'{k—2) 



+ 



1-2.3 



a^ sin 3 ç) H • = (a) 



liber. Um S und /? za finden , setze man Z; = 1 , so er- 
hâlt man: 

e<^cos/î=l + «cosç); e*^sin/ï=asing). 
Hierans folgt: 

e^=(l + 2acos()p + a*)^, 

1 + acoscp . , asîncp 
cos/y= r, sin/:?= — 



( 1 + 2 a COS 9) + a*) ( 1 + 2 a cos r/) + a'^y 

a sin ^ 



tang ^ = 



1+ a cos g) 



Die letzte dieser Gleichangen giebt^ wenn man durch s den 
kleinsten aller Werthe von /? bezeichnet, welcher ihr genûgt 

nnd welcher immer zwischen — — und -- liegen wird, 

WO [i eine ganze positive oder négative Zabi ist. 
Daher gehen die Gleichangen (15) in 



m 
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y (a) = e^^ • cos A (5 + jM tt) = e^^ -co^ks- GOskfÀTt 

— e^^ '^mkS'BiJikfÀfC, 
$[a)=e^^ -^mk(s-{- ^7t) = e^^ * Bm ks ' eo&k^Tt 
+ e^^ • C08 A 5 • cos kfiTt 
liber. Ans diesen Gleichungen folgt: 

[826] cos A jMTT = e"^* [/ (a) • cos A5 + ^ (a) • sin ks] , 
sin A/UTT = e~<^* [^(«) • cos A 5 — f{a) • sin A 5] . 

Aber nach dem Lehrsatz (IV) sind 0{a) und y(a) stetige 
Functionen von a y es mtissen aiso cos kfÀTt und sin ^jutt die 
nâmlichen Werthe ftlr aile Werthe von a behalten. Daher 
ist es, um sie zu finden, hinreichend, a einen beliebigen Werth 
beizulegen. Es sei a gleich 0, so erhâlt man, wenn man 
erwâgt, dass alsdann e^ = l,y(a) = l, d{a)=0, « = ist: 

C08AjU7r = l, sinA/U7r=0. 

Substituirt man dièse Werthe in die Ausdrûcke von f(a) und 

6 [a), und erinnert sich, dass e<^= (1 + 2acosg) + a^)* ist, 
so erhUlt man: 

k 

f [a] =(l-{'2 a COS q) + a^)^' COS ks; 

k 

ô(a) = (l-|-2acos(jp + a*)^-sinA5. 
Die Ausdrûcke (15) gehen also schliesslich tiber in: 

^ k , k'ik—l) , ^ 
i-\ — «cos g) H ^ — —^ a' cos 2 y 



(16) 



+ 



k'(k—i)'{k—2) 



1 



a' cos 3 g) + 



• • • • 



= (l + 2acosç) + a*)^-cosA5, 
— a sin 9) H --- a* sin 2 q) 

JL 1 * ^ 

+ 1.2.3 «^^"^y-l 

= ( 1 + 2 a COS <jp 4- «*) ^ • 8in A« , 
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7t TC 

wo s eine zwischen — — und + — enthaltene Grosse ist, 

Â là 

welche der Oleichung 

a . sin (jp 
tang « = 7-1 ^— 

gentlgt. 

Die Ausdrflcke (16) sînd zuerst von Cauchy in der oben 
angefdhrten Schrift aufgestellt worden. 

Die Grosse a ist hier kleiner als 1 angenommen. Weiter 
unten wird sich zeigen, dass auch a = 1 sein kann, wenn die 
Grosse k eînen angemessenen Werth bekommt. 

Im Vorhergehenden haben wir die Grôssen d nnd /? 
gefunden. Jetzt woUen wir zeigen, wie sich die beiden 
anderen unbekannten Grôssen ô' nnd /?' finden lassen. Setzt 
man zu dem Ende in (14) ^==0 und k> =n, so erh&lt man 

e<J'« . cos [^'h) = 1 + A^ a cos ^^ + A, a* cos ôj H , 

e^'»». sin [fi'n) = X,a AnO^ + l^ a'sinô, H , 

wo 

[327] i^ij,=à,'ô^-d^""d^,e^ = ii(p + y, + y^^ hy^ 

ist, wâhrend (î^ und y» durch die Gleichungen 

bestimmt sind. 

Ans diesen Gleichungen ergeben sich folgende: 

e<''**.COS(/î'w) — 1 l, n ^K ^ /) , 

^±- — ^ = _i . «COS ^, + — a* COS0- H , 

^^— ^ =-^.asin0, + -^a*sin6, H 

Man hat aber, unter der Yoraussetzung, dass n positiv ist : 
X^z=:d^ = n^ also -l^=:zô^-ô^ 5^, folglich 
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1 1 • z 

e*''*»•cos(/î'^^)— 1 /) , ^ î /) I ^ ^ 3 /) 
ii = a cos ^4+0, a' cos 6^ + o, o, a'cos^. 



n 

^iXiM • • • • 



[ ■ • • • 



ii- — i = a sin S^ + (î, a* sin 0^ + (î^^g a' sin d, + 

Dièse Reihen convergiren fur jeden Werth von w, Null 
mitbegTiffen, wie aus dem Lehrsatze (II) leicht zn sehen. 
Lâsst man daher n sich der Orenze Null nâhern nnd erw&gt, 
dass die Reihen, nach dem Lehrsatze (V), stetige Fnnctionen 
sind^); so erhâlt man 

ô' = a cos d\+ â\ a* cos d\ + ô\ (î'g a^ cos Ô', H , 

/ï' = a sin 0', + d\ a" sin «', + ô\ d\ «^ sin ô', H , 

da d' nnd /î/' die Grenzen der Grdssen ^ — 

n 

nnd ^ — - sind. ô' ist die Grenze von ô„, nnd d' 

diejenige von tf„. Nun ist, znfolge des Ansdrucks von à^y 

u — 1 
ô'^ = ; also cos y^ = — 1 ; sin y^ = (wenn |U > 1) , 

folglich : 

^os(ff^)=eo&([xcp + y,+y^-\ hy^)= + sin(|ug)).(— Iji^^o), 

sin(e'^) = sin(/ug) + y^ + y,H hy^)=— cos(/U9)).(— l)i^, 

wenn man noch erw&gt, dass zufolge der Gleichnng 

wt = djcos y^ + i • sin yj , 

[828] cos y^ =: 0, sin y^ = 1 ist. Folglich werden die Werthe 
von jà' nnd, d[ .fplgende sein : 

jî' = a cos ç) — ^a* cos 2 g) + ^ a^ cos 3 g) , 

ô' = — (a sin y» — ^a*sin29) + J^a^sin3(jp ). 

Auf dièse Weise sind nun die Grôssen ^' nnd ô' durch 
nnendliche Reihen gefunden. Man kann sie aber auch in end- 
licher Gestalt ansdrûcken. Denn aus den Gleichnngen (15) folgt 

ii— 1: = a cos ()p + - — - a* cos 2 y 



, (A— 1){A— 2) , „ . 



7 
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r-^^-—^ = a sm cp + -; — r-a* sin 2 w 

h ^1-2 ^ 

. {h—\)[h—1) , . , , 

+ 1 . 2 > 3^ s^p^yH — 

Hieraus folgt, wenn man k sich Null n&hern Iftsst: 



(17) 



a* ^ . a' 



(î = a cos ()p — — cos 2 y + ~ cos 3 qp — 
^ = a sin ()p — TT sin 2^ + -— sin 3(jp — 



• • • • 



— ) 



(18) 



folglich 

Die Ausdrtlcke (14) gehen also in 

1 + A^acos0^ + A, a*cos0j + +À^a^cos0^+ 

= e^»-iî*' cos (/? A + 5 A') ==^ , 

A^asin^^ + A^a^sinô^H •+A^a^sind»H 

= e^*-/î*' sin (/ÎA + tf A') = ^ 

liber, wo 

(î = i log (1 + 2a coscp + «*) I /î = arctang (-— ^ — | : 

* °^ ^ yi + acosç)/ 

nnd da nun die Summe der gegebenen Reihe z=^ p -\' qi îst, 
so hat man 

m ^ , m[m — \] ^^ , , m(m—i) (m— ^u+l) ^^ 

l + Y'X+ ^^ X +-+ ^ . 2 ^ ^'^ 

-I =e<^*-/»*'.{cos(/?A + <î*') + ^8in(/?;5;+(îA')}. 

Nun ist m =^ k -{- k' i^ x = a (cos 9) + * • sin ç)) = a + ôt, 
also a = Va* + ô*, a cos qp = a, a sin 9) = J, 

(î = 41og(l+2a + a^ + ô') = ilog [(! + «)' + J*], 

/?= arctang (^). 

Substituirt man und setzt m statt k^ und 72 statt k'^ so ver- 
wandelt sich der obige Ausdruck in folgenden: 



(19) 



Untersnchnngen tiber die Eeihe 1 + j* H- ^T^o — • a;^ + • • • 25 

t 1 • 2 

H j ; 2 ^ 3 («+*^) -» 

"*" 1-2 iti l« + ^»i 

■ *— • • • • 

1 -n — narctanglr— — I 
= ((l + a)2 + i*)^'^.e \l + «'. 

I cosl marctang (-r7^) + i^log[(l+a)* + i*] 
f-sinl w arctang (j3^|+iwlog[(l + «)* + **])(• 

Dieser Ausdruck findet, wie wir sahen, ebenso wohl als (18 j, 

fttr jeden Werth von a = Va*+6*, der kleiner als 1 ist, statt. 
Setzt man z. B. b = 0, n= 0^ so bat man den Ausdruck 

(20) l + ^a + ^^(^)a*+... = (l+<S 

von welcbem wir weiter unten Gebraucb macben werden. 



+i 



IV. 

Im Vorbergebenden wnrde die Summe der gegebenen 

Reibe fur die FâUe, wenn a = Va^-\-ô^ kleiner als 1 ist, 
gefunden. Es bleibt nocb der Fall zu untersueben fibrig, 
wenn jene Grosse gleicb 1 ist. 

Aus dem Lebrsatze (IV) folgte, dass, wenn man a der 
Grenze 1 beliebig sicb nâbern lâsst, die Reibe 

«?o + ^1 « + «'î «^ H 

zu gleicber Zeit der Grenze »o + ^i + ^« + ^^^^ nâbert, 

sobald nur die letztere Reibe convergent ist. Lâsst man daber 
in den AusdrQcken (18} a der Einbeit sicb nâbern, so 
bat man: 
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(21) 



X^ sînd^ + A, siii^,+ • • • • +A»sinô^-| 

= e<yi*-/îi*'.8in(/î,>i+(î,A'), 

wo df and ^^ die Orenzen der Grdssen d and /? sind, vorans- 

gesetzt, dass die in diesen Gleicbangen enthaltenen Reihen 

convergiren. 

Es ist aber klar , dass \ log (2 + 2 cos q>) die Grenz6 

^ , , / sincp \ ^ /2cos4flp-8in4œ\ 

von o and arctang |--- — - — | == arctang ^ , \ — <f-^\ 

\l+cosç)/ ° \ 2(cos^gp)* / 

= arctang (tang ^ 5p) die Grenze von /fif ist; folglich ist 

(22) ô^ = ^log (2 + 2 cos ()p) , ^^ = arctang (tang \ g)) . 

Es bleibt also nur zu antersachen fibrig, in welchen FftUen 
die Reihen convergent sind. Za dem Ende wollen wir drei 
FâUe unterscheiden: wenn k = — 1 [330] ist oder zwischen 

— 1 und — oo liegt; wenn k zwischen und + oo liegt, und 
wenn k = ist ^^) oder zwischen and — 1 liegt. 

Erster Fally wenn k = — 1 ist oder zwischen 

— 1 and — oo liegt. Es ist 




k—^i + V^ Ik' 




Setzt man also k = — 1 — w, so ist 



^ 



l^ 




Hieraas ist za sehen, dass d^ immer gleich oder^^] grôsser 
ist, als 1. 

Man hat aber A« = (î^ • d, • (îg (î„, also wird A„, fflr 

stets wachsende Werthe von fi , nicht gegen hin conver- 
giren, and folglich sind die Reihen (21), vermôge des Lehr- 
satzes (I), divergent. 

Zweiter Fall, wenn k positiv ist. 
Gesetzt, c sei eine positive Grosse, kleiner als k, so hat man 

[f^—k—l + c)^=(fj. — k—l)^ + 2c(fi—k—l) + c\ 

also 
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1 1*2 

t 

(^_A_1)«+A'«=(^— A — l + c)* + A" — ç* 

— 2c(iu— A— 1). 
Setzt man 

so folgt, dasB zugleich A'* — c* — 2c(^ — k — 1) negativ, und 
folglich 

{l^^k—i)^ + k'^<:{^i—k — l + c)\ d.h. 

. fi—kj--V+-c . 1 + A— c 

^A^< — ^i — ' ^^<^ jr- 

1 
ist. Setzt man in der Gleichung (20) a =— , m = — n, so ist 

V^i^j' ^t^ 1-2 >« 

~ !«"*" 1-2 V*\ ^fi }' 

Daher ist, wenn man n'^^ 1 + ^ — c setzt, wie leicht zu sehen, 

folglich 



hï) 



[331] also 

Setzt man der Reihe nach iU= 1, 2, 3, , (jl und 

mnltiplicirt die Resultate mit einander, so erhâlt man: 

also, da ^^+^ = (î, • (îj • (Î3 <î^+(>, 

folglich, wenn man ft = 0, 1, 2, , ft setzt, 



W<'î.-<î« <îr(zSq:ï) 
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^Q+^Q+i-i b^ç+fi<,à^'d^'"d^.(Q + i) 



i+fe— c 






Setzt man jetzt in dem Âusdrnck (20) a = ; — - , 

m := — A + c, 80 hat man 

/i ^ V"*^i I ^^^ I (^-^)(^-<^+^) I . 

folglich ist, wenn man sich erinnert, dass W^c: 

)c—k 
>1 + 

Daraus folgt, wenn man mit (A — c) ((> + /u + 1)*"*' dividirt: 

^ . ^ ^ r ^ L__i 

Dies giebt, wenn man ju = 0, 1, 2, ,/u setzt nnd addirt: 

^JLfJ L__V J_ i_ 

Hierans folgt, dass 

^Q + ^ç+i'\ \-^^+fi<àià^d^ â^ (k — c) çf^^' 

welchen Werth auch fÀ haben mag. Daher wird die Reihe 
1 + ^0 + ^1 + ^« + • • • * ) deren Glieder sâmmtlich positiv 
sind, convergiren^s), und folglich werden auch die Reihen 

[332] 1 + ^1 cos d^ + A, COS.0J H — • • + ^i* cos ô„ H , 

Xj^ sin ^^ + Aj sin ô, H 1- A^ sin ô« H — • • , 

nach dem Lehrsatze (II), convergent sein. 

Dritter Fallj wenn k gleich ist oder zwischen 
Null und — 1 liegt. 

In diesem Falle werden die obigen Reihen convergent sein 
fttr jeden Werth von k, so lange nicht 9) = (2» + Ijtt ist. 



Untersuchungen ilber die Reihe 1 + — a: H — '-^r—^ — - . «2 _|» . . . 29 

1 1*2 

Dies l&sst sich, wie folgt, zeigen: 
Es sei 

m = ^ + A'/, x = cos(p-^i' sin y, und 
1 + m^x + m^x'^-i-m^x^ -] \-^n^^ =^Pn • 

Dnrch Multiplication mit l-\- x erh&lt man 

l + {nl^ + i)x + (m^'i-m^)x^ + {m^+m^]x^-^ 

Wie bekannt, ist aber 

m^ + l = {m+l)^, m^+m^ = (m + l)^, -- 
m„ + m^_, = (m + l)„, 

also, wenn man substituirt: 

l+[m + l)^x + {m + l)^x'^-\ \-(m + l)nX'^ 

= — mnX^+'+p^(\+x). 

Setzt man jetzt n = 00, so ist das erste Glied dieser Gleichnng, 
nacli dem vorhergehenden Falle, eine convergente Reihe. 
Bezeichnet man sie dnrch s, so ist 

s=Pn {^ + ^) — fnn[coB (w + 1) y + 1- sin (w+ 1) y], 

wo n nnendlich gross ist. Nun lâsst sich, wie in dem zweiten 
Falle, beweisen, dass m^ = ist fur n = 00, Man hat also 



• • • • 



s=p (l + rc), 'wop=l-{-m^x-{-m^x^-{- 
Dièse Gleichnng giebt, wenn nicht :2; -f- 1 = : 

Die Reihe p ist also alsdann convergent, nnd mithin sind es 
anch die obigen Reihen. 
Ist a; + l = 0, so ist 

1 + cos q)-]-i'Bmq) = 0, also sin qp = 0, 1 + cos qp = 0, 

d. h. (p=(2n + l)7r, wo n eine ganze, positive oder néga- 
tive Zahl ist. Folglich sind die in Rede stehenden Reihen 
fur A = sowie ^®) fttr jeden Werth von k zwischen nnd 
— 1 convergent, so lange nicht g? = (2n + Ijtt. 
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Ist (p = (2n -\- l)7t: so sind die Reihen nothwendig di- 
vergent; denn wâren sie alsdaBn convergent, so Mtten sie 
znr Snmme die Grenzen der Functionen. 

[333] e^^-^'^[coB{k^+k'd) + i'Sm {k^+k'd)], 

wenn man darin a gegen Eins^*^) hin convergiren lâsst, und 
(p = (2w-|-l)^ setzt: 
Es ist aber: 

(î = 41og(l-f-2acos(ï)-|-a*), /î=arctang|7— ^— |, 

* ^ yi + acosç)/ 

folglicli fttr q) = {2n+l)7c: 

ô = \og(i — a),^=0. 

Die in Rede stehende Fnnction geht also in 

(1 — a)*^[cos(A'log(l — a)) + ^sin(A'log(l — a))] 

ûber. Da aber ^.= oder negativ ist, so ist klar, dass dièse 
Function, wenn man a sich 1 n&hern lâsst, keine endliche 
und bestimmte Grenze hat. Die Reihen sind mithin divergent. 
Ans dem Vorhergehenden folgt also, dass die Reihen (21) 
fttr jeden Werth von g? stattfinden, wenn /b positiv ist, und 
fttr jeden Werth von y, fttr welchen cos ^q) nicht Null 
ist, wenn A = ist^^) oder zwischen — 1 und +0 liegt, welches 
auch immer der Werth von k' sein mag. In jedem anderen 
Falle sind die Reihen divergent. In dem Falle, welchen wir 
untersuchen, geht die allgemeine Reihe (19), wenn man 

i* + o*=l, d. h. b = Vl — a* setzt, ttber in: 



(23) 



IH — 4— {a+V«*— 1)+ 



(OT-{-«t)(m — l +«t) 



+ 



(>»+«») (>w — 1+wt) [m — 1-\-n$\ 



(a+Vo*— 1)* 



1 



(a+l/a»_l)» + 



m 



= (2 + 2o)2.c 



— narctang 



^ 1 + a 



I COS [m arctang f/j-r^ — hl^log(2 + 2a)] 
+i«sin[warctang y — - — f-^wlog (2 + 2a)] j . 
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Folgendes ist eine Uebersicht der bisherigen Resnltate: 
I. Wenn die Reihe: 

IH j — (a+b{)+^ j^^^— — i{a+bt)^-\ 

, (m+nt){m—i+ni)....(m—fi+\+ni) ^^ , ^^.^^ , 
-I — — ^ ^ — i^a + bt]f*-\ 

convergirt, so ist ihre Summe: [33^] 

b 



cos 1 m arctang ( jt.— ] + 1 log ((1 + a)* + **) j 
; • sin Im arctang \tt-^ + | log (( 1 + a)* + J*) j . 



-{-t 



II. Die Reihe ist convergent fur jeden Werth von m 

nnd n, wenn die Grosse Va* + 6* kleiner ist als Eins. Ist 

y a* + ^* der Einheit gleich, so ist die Reihe convergent 
fur jeden Werth von m zwischen — 1 und + 00 , insofern 
nicht zugleich a = — 1 ist. Ist a = — 1, so muss m positiv 
sein. In jedem anderen Falle ist die gegebene Reihe divergent. 
Als besondere Fâlle muss man unterscheiden : 

« 

A. Wenn n = 0. 
Alsdann ist: 



(24) 



/(l+a)* + J*)\rcos/w arctang (y^t-)) 
+ i • sin m arctang I 1 1 j . 



Dieser Ausdruck giebt, wenn man a = a cos y und J = a sin çp 
setzt und die reellen Glieder von den imaginâren absondert: 



(25) 



(26) 
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1 + 7 acosy4-' — \ — 5 — -a^cos2q) + 

X X * ^ 

= (l+2acos(Z) + a*)^^cos|m arctang (-— ^— 1 1, 

^ \ \l+acosgp//' 

m . m'(m — \) 

-- a sinçp H ^ — - — -' a* sm 2 qp H 

= (1+ 2 a cos r/) + a^y sin ( m arctasg (-— 5_ 1 1 . 

\ \l+ac08Ç)// 

J?. Wenn & = 0. 
In diesem Falle geht der allgemeine Aasdruck in folgenden tlber: 

, m-\'ni (m-\'ni){m — \-\-ni) 
1 + — y— «H 1 . 2 "^ "^ 

= (1 + af • [cos [^^log(l + a)] + e • sin [^log(l+ a)]]. 

C. Wenn w = 0, J = 0. 
Alsdann ist: 

/^«x. . ^ . ^•(^— 1) » . m-(m— 1)(»2— 2) , , /. vm 

(27)l+-.a+-A-^.a*H L-_Zi__V +...=(!+«)'«. 

Dieser Ausdruck findet fttr jeden Werth von m statt, wenn 
der Zahlenwerth von a kleiner ist, als 1; ferner fur jeden 
Werth von m zwischen — 1 und + oo, wenn a = 1 ist, und 
fttr jeden positiven Werth von m, wenn a = — 1 ist. Fttr 
andere Werthe von a und m ist das erste Glied eine diver- 
gente Reihe. 

[335] Setzt man z. B. « = + 1, resp. a = — 1, so hat man 

m m'[m—\) _ 

^ + 7"' — î~2 — ' ~ ' 

m , m '{m — 1) 

1-T + -T7T- = "• 

Die erste Gleichnng gilt fur jeden Werth von m, zwischen 
— 1 nnd + oo, und die zweite fttr jeden positiven Werth 
von m. 



D, Wenn Va^ + b^ = l^^]. 
Alsdann ist 
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1 1*2 

^l*" • • • • 

2 — narctang y r-—- 



(28) 



I cos 1^^ arctang Kîqr| + f ^^^ (2+ 2a) j 
+ i»siii warctang f/^rr; — h — log(2 + 2a) M . 
Setzt man hîerin a = cos ç), so erhâlt man : 



m+ni, ... . 

l^ — (cos g) + * • sin qp) 

+ / TT^ (cos 2 g? + z . sin 2 ç)) + 

m 



(29) 



. . . • 



= (2 + 2cosr/))\.-'^'i^"^"^ 
. cos [m i^cp—Q^) + "l log (2 + 2cosf/))] 

w "I 

+i 'ûn[m(^q)—Q7t) + -^\og (2+ 2 cosq))] i»), 

wenn man nâmlîch erwâgt, dass 



arctang l/ -— — = arctang [/ Si 

^ 1+a '^ l+cosy 

= arctang (tang ^q)) = ^q> — Qtv , 

r 

vorausgesetzt, dass ^ç) zwischen qTC — — und ç^ + ^ Hegt. 



E, Wenn ya* + i'=l, a = cos y, & = sing), n = 0. 
In dîesem Falle giebt der An^drack: 

08twald*8 Klassiker. 71. % 
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(30) 



1+ T-(COSÇ)+t«SlIl(jp)H ^ r— ^(C082Ç)4-t-81Il29?)-|---« 

= (2 + 2cos(jp)2 •(cosml~--()7rl4-esinm(^ — ?^)) 

von I = ÇTT - -bis I = ÇTT +- , 

oder, wenn man den reellen Theil von dem imagînftren trennt : 

, , m , mAm—\) 

\-\---Q0^q)-\ ^ — -— ^cos2(jpH 

1 1*2 



(31) 



= (2+2co89)) *^ coaml^ — çtt), 

m . m.(m—l) . 

-j-smqpH -^ — - — sm2qp+ 



= (24-2c08qp) 2 8inw(^ — qjA 

von^==ç7r— ybl8^ = Ç7r + y. 

[336] F. Wenn a = 0, J = tang g). 

In dîesem Falle erfaâlt man, wenn cp zwischen H — r ^^^ 

4 

-j liegt: 



(32) 






1 H j^ 1 tang 5P + î^ :^^ — '- (*tang ç))«+ 

= (cos (jp)"*" • e"** y [co8 [m q) — n log cos cp) 
+ «' • sin (w (jp — n log cos qp)] . 



V. 



Es l&sst sich ans den obigen AnsdrUcken, dnrch scbick- 
liche Verwandlnngen , noch eîne Menge anderer ableiten, 
worunter sehr merkwilrdige. Wir woUen einige davon ent- 



(33) 
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wickelD. Ftlr das weitera Détail môge man die oben UMge-»- 
fûhrte Schrift von Cauchy nachlesen. 

A. 

Snmmirung der Reihen: 

acosç) — \a^ to^2cp '\-\a^ to^^q) — •• ••, 
aAucp — \(x^ Anicp -{- \a^ %m^ q) 

Wenn a grôsser als Eins ist, so sind dièse Reihen, wie 
leicht zu sehen, divergent. Ist a kleiner als Eins, so sind 
sie, wie wir oben sahen, convergent, und ihre Summen sind 
die Grôssen 8 nnd à des (§ III], d. h. es ist, wenn man fur /? 
nnd d ihre dnrch die Gleichungen (18) gegebenen Werthe setzt: 

^log(l + 2aeos5P + a*) = «0039) — ^a*cos2(jp 

+ ^a^cos3 9) , 

/ asinr/) \ . ,5.0 

arctang (— — 1 = a sin cp — ^ar sm 2cp 

° yl + acosy/ -r 2 ^ 

+ |^a^sin39) — • • • • 

Um die Snmmen der Reihen zu erhalten, wenn a = + 1 
oder — 1, darf man nur a gegen dièse Grenzen hin conver- 
gireu lassen. 

Der erste Ansdruck giebt anf dièse Weise: 

/o.xl41og(2 + 20039))= ®^^9^ — 4^008 2 9) + 4^008 39) , 

I ^log (2 — 2 eos gp) = — cos qp — ^^ cos 2 y — |^ cos 3 cp , 

nnd zwar sobald die Reihen anf der rechten Seite der 
Gleichungen convergent sind, welches, ^ufolge Lehrsatz (lU) ^o), 
ftlr jeden Werth von cp der Fall ist, ausgenommen fur 
çp=(2^+l)7rim ersten Ausdruck, und fur qp = 2ft7r im 
zweiten, wo y. eiue beliebige ganze, positive oder négative 
Zahl bezeichnet. 

Die zweite Formel giebt, wenn man q) zwischen 7t und 
— 7t voraussetzt, und erwftgt, dass alsdann: 

arctang / ^°^ — | = arctang (tang | qp) = ^ qp : [337] 

(35) ^9P = sin9P — ^ sin 2 9)+^ sin 3 g? 

von qp = +7r bis q) = — 7t. 

3* 
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Ist g> = 7t oder = — tt, so reducirt sich die Reîhe, wie man 
sieht, anf Null. 

Hieraus folgt, dass die Function: 

sinçp — ^sin2 9)4-^sin3(p 

die merkwtlrdige Eigenschaft hat, ftlr die Werthe q> = tv und 
g) = — TT unstetig zu sein. Und in der Tfaat, wenn qp = ± tt, 
80 ist die Function = 0. Wenn im Gegentheil qp = ±: (tt — a), 
wo a po8itiv und kleiner als tt^i) ist, so ist der Werth der 
Function 



*(?-!)■ 



Der Ansdruck (33) entfaâlt als besonderen Fall folgenden: 
(36) arctang a==:a — 4^a' + |^«* — 



, 



7t 

welchen man findet, wenn man qp = -x setzt. 

Dieser Ausdruck wird fur jeden Werth von a gelten, 
von — 1 bis4- i> die Grenzen mit inbegriflfen. 

B. 

Entwickelung von cos mg) und sin mq) nach Pc- 
tenzen von tang q). 

Man kann dièse Entwickelung ans dem Ausdruck (32) 
herleiten. Setzt man nftmlich n=Oj und trennt die reellen 
Theile von den imaginâren, so erhUlt man, nachdem mit (cos ç))*^ 
multiplicirt worden: 

cos m y = (cos gp)^ j 1 — -' (tang q>)^ 

m(m — l)(m— 2)(m-3 ) \ 

■• 1.2.3.4 -(**°^9'' )' 

sinm(jp = (cosgp)*"(w(tangçp) ^ — - — -'(tangqp)^ 

\ 1 . 2 • 3 

i+ 1 ■ 2 . 3 • 4 • 5 ^*^°g'i^^ ) 

von y = ■-- bis çp = — -- , und dièse Gleichungen finden statt 



(37) 
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fftr jeden Werth yoïl m^ wenn tang (p kleîner ist als 1. Ist 
tang ç) = dr 1 , so gelten aie nur fttr ein zwischen — 1 und 
+ oo liegendes m 22), 
Sie sind alsdann 

m [m — 1 
cos ■ "- ■ — ■ 



(38) 



m{m—l){m — 2)(w— 3) \ 

-\ — -* :^ ^î A ' * r 



3 . 4 

m 
/ ^\ 11] 

sin 



+ 



m(m—l) (m— 2) {m — 3)(m — 4) _ \ 

ï .2.3.4.5 /* 



[338] C. 

Entwickelung von (cos a:)** und (sin a:)** in Reihen, 
geordnet nach Cosinus nnd Sinus vielfacher Bogen. 

In der neusten Zeit haben sîch mehrere Analysten mit der 
Entwickelung von (cos x)'^ und (sin x)^ beschâftigt. Bis jetzt 
sind aber dièse Bemuhungen, wenn ich nicht irre, noch nicht 
ganz gelungen. Man ist freilich zu Ausdrtlcken gelangt, welche 
unter gewissen Einschrânknngen richtig sind, sie sind aber 
nicbt hinreichend streng begrûndet worden. 

Man kann sie sehr einfacb aus den hier oben bewiesenen 
Ausdrtlcken herleiten. 

Addirt man n&mlich die beiden Oleichungen (31), nachdem 
man die erste mit cos a, die zweite mit sin a mnltiplicirt hat, 
so erh&lt man: 

, m , . , mlm — 1) , ^ x . 

cosa + T-cos(a — q)]-\ — - — cos (a — 2cp)-| 

1 1 • 2 

m 

= (2 + 2cos5p) ^ «cos la ^4-mç7rj 

Da nun 2 -f- 2 cos qp = 4 jcosyj , so erhalt man, wenn man 
(p = 2x setzt: 
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co8a + -T-cos [a — 2a;)H — ^7— ^cos [a — 4a:)+ • • • • 

1 1 • z 

= (2cosa:)*'*'Cos(a — mx-^-lmqit']'^) 
vona; = 2ç7r — — -bisrc=2ç7r + — - , 

cos a + — cos [a — 2x] H ^ — - — - co8{a — ^x) H — • • 

1 1*2 

= ( — 2 COS a:)*'* COS [a — m:2;+m(2ç+l)^] ^^) 
vona;=2ç7r + — bisa:=2ç7r+-— • 

Setzt man hierin 1) a=ma;; 2) a=mx-{' — ] 3) a; — — statt Xy 

là là 

nachher a = mx ; 4) a; — — statt x, nachher a = ma; + — ; so 

ergiebt sich^*): 

1) (2co8a;)*^-cos2mç7r = cosma; + ~cos(m — 2)x 

-| — - — ^cos(m — 4) a; H , 

1 * 2 

2) [2 coB x)^ - sm2mQ 7t = Bmmx-]- — ^m{m — 2)x 

, mim — 1) . , ... 
1 ■ 2 

yonx = 2Q7t — -^oibx = 2q7C-{'-— ; 

2 Jd 

3) (2 sina:)'" • cos m (2 ç + ^)7r = cos mx — — cos(m — 2)a: 

m [m — 1) 

-1 — - — ^cos(m — 4)a; , 

1 • 2 

Ht 

4) (2 sin x)^ ' smm [2ç-\-^)7t = sin ma; sin (m — 2)a; 

m-(m— 1) . 
H j— 2~^siii(m— 4)a; , 

vona; = 2(>7rbisa; = (2()+l)/r ; 
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5) ( — 2cosa:)"*-co8»2(2ç + l)^=cos^'^^+ irGos{m — 2)x 

m-(m — t) , . 
-\ p-^— 'cos(m— 4)a;-| , 

6) ( — 2 cosa;)''* ' ^ïnm{2ç-\-l]7t = siiim:2: + 7- sûi (^ — ^)^ 

m- [m — 1) . , .. , 
1 • 2 

Yonx= (2 Q -\- ^)7thisx= [2 ç -]-^)7t ] 

7) ( — 2 Binx)'^ ' eoB m{2 Q -\- ^)7t = co^mx — — cos{m — 2)x 

m-im — 1) . .. 

H ^ — - — cos(m — ^)x — • • -, 

1 • 2 

97Z 

8) ( — 2Binx)^'Smm{2Q + ^]7t = ^mmx -sm(w — 2)x 

fn-{m — 1) . , . 

+ — \ — - — Bm[m — A)x — • • • • 
1 * 2 

Yonx=={2Q-{- l)7rbisa: = (2ç + 2)7r. 

Dièse Formeln gelten auch noch fur die Grenzwerthe 
von Xj wenn m positiv ist. Liegt m zwischen — 1 und 0, 
80 muss man dièse Grenzwerthe ausschliessen^^). 

Aïs besondere Fâlle kann man folgende beide betrachten : 

m , . 

(2cos rc)"'= CO8 mx + — cos [m — 2) x 

m '{m — 1) 
1 . 2 



H 7 — 7: — ' ces (m — 4) a: H , 



= smmx -4- —smim — 2)x -A 7 — - — - sin (m — 4) a; H 

1 * '1.2 



von x = — ~-bisa:= + — 
2 ^2 



Anmerkungen. 



Nieh-Henrik Abel , geboren am 5. August 1802 zu Findd, 
einem Dorfe im Chrîstîansandstîft in Norwegen, in dem sein 
Vater protestantischer Pastor war, besuchte von 1815 — 1821 
die Domschule in Christiania nnd studirte dann bis 1825 an 
der Universit&t der letztgenannten Stadt Mathematik, eine 
Wissenschaft, fur die er schon als 16~jâhriger Jfingling ein 
aussergewôhnliches Talent gezeigt batte. Als Stndent zeichnete 
er sicb so ans, dass ihm von der Norwegischen Regiernng im 
Jabre 1825 ein Stipendium zur Fortsetznng seiner Stndien 
in Deutscblaud und Frankreich verlieben wurde. Sein Aufent- 
balt in den genannten Lândern wâbrte etwa 1^ Jabre; den 
grôssten Tbeil dieser Zeit verweilte er in Berlin, wo er neben 
Steiner einer der Hauptmitarbeiter des neu gegrûndeten Crelle- 
scben Journals wurde*), und in Paris. Im Jabre 1827 kebrte 
Abel nacb Cbristiania zurûck und wurde dort im folgenden 
Jabre Vertreter des Prof. Hansteen an der Kriegsakademie und 
der Universitât. Scbon am 6. April 1829 erlag er zu Froland 
bei Arendal einem Lungenleiden ; ein Euf an die Universit&t 
Berlin traf ibn nicbt mebr lebend an. 

Obwobl Abel nur ein Alter von 26 Jabren erreiebt bat, 
geb5rt er doeb zu den bedeutendsten Matbematikern unseres 
Jabrbunderts. Seine wicbtigsten Arbeiten bezogen sicb auf 
die Tbeorie der elliptiscben und der sogenannten »^Je?scben« 
Functionen, sowie auf die Lebre von den algebraiscben 
Gleicbungen. In letzterer Disciplin verdankt man Abel den 
Beweis der Unmôglicbkeit, algebraiscbe Gleicbungen von bO- 
berem als dem vierten Grade allgemein aufzulQsen. Fur die 
Tbeorie der elliptiscben Functionen waren seine Arbeiten 
neben denen von Jacobi grundlegend. Er war der erste. 



*) Vgl. die Anmerkungen zu Heft 60 der Klassiker (S. 82). 
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der (vor Jacobi) die Nothwendigkeit einsah, neben dem ellip- 
tischen Intégral die Umkehrung desselben zu betrachten, and 
der die doppelte Periodicitftt der so gewonnenen Functionen, 
der elliptischen Fanctionen, erkannte. 

Von AbeFs wissenschaftlichen Arbeiten existiren zwei Ge- 
sammtansgaben; die erste derselben ist im Jahre 1839 von 
AbeFs Lehrer und Frennd Holmboe, die zweite, sehr sorg- 
Mtig redigirte auf Eosten der Norwegîschen Regierung 1881 
von L, Sylow und S, Lie herausgegeben. Beide Ansgaben 
sind in franzQsischer Sprache zu Christiania erschienen. Der 
Titel der letzteren lantet: Oeuvres complètes de Niels-Henrik 
Abely nouvelle édition. — Eine ausftihriiche Biographie AbeFs 
ist 1885 von Bjerknes verôffentlicht [Niels-Henrik Abel, 
Paris, Gauthier Villars]. 

Die hier abgedruckte Arbeit ûber die binomische Reihe 
ist zwar nicht von so weittragender Bedeutung wie andere 
Arbeiten AbeFs. Doch hat sie ein grosses historisches In- 
teresse einmal, weil in ihr zuerst die binomische Reihe fflr 
complexe Werthe des Exponenten untersucht und ftlr dièse, 
falls sie convergirt, summirt ist [Cauchy hatte in seinem 
«Cours d' analyse « zwar complexe Werthe der Grundzahl, aber 
nur réelle des Exponenten betrachtet) , sodann weil sie in 
einer Zeit, wo man es bei Behandlung unendlicher Reihen oft 
an der nôthigen Strenge fehlen liess, ein Muster exacter Be- 
weisfûhrung war. Wichtig sind auch die im ersten Abschnitt 
enthaltenen allgemeinen Sâtze ûber Reihen. Die Art, wie 
Abel sein Problem behandelt, ist so belehrend, dass das Stu- 
dium unsrer Abhandlung auch heute noch Studirenden von 
dem gr5ssten Nutzen sein kann. 

Die Abhandlung ist, wie die meisten Arbeiten AbeFs, in 
franzôsischer Sprache verfasst und von Crelle fur sein Journal 
ins Deutsche tlbersetzt. In diesem ist sie zuerst verôffentlicht 
[Crelle^ Journ. fur Mathem. I, S. 311 — 339]. Der Cre/fe'sche 
Text ist nach Verbesserung der in ihm enthaltenen Druckfehler 
dem vorliegenden Abdruck zu Grunde gelegt; auch wurde 
jener Text mit dem der /S'yZowj-LtVschen Ausgabe verglichen 
und dort, wo sich Abweichungen von letzterem ergaben, ge- 
ftndert. Die hauptsftchlichsten dieser Aenderungen sind weiter 
unten angegeben. — Hinsichtlich der Bezeichnung ist die 

Aenderung vorgenommen, dass V — 1 ûberall durch i ersetzt ist. 
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Specielle Noten znm Text. 

1) Zu S. 5, Der vollstândige Titel des citirten Werkes ist: 
Cours d'analyse de l'école royale polytechnique; par M^tf^s^tV»- 
Louis Cauchy, I" Partie. Analyse algébrique, Paris 1821. — 
Weitere Theile des Werkes sind nicht erschienen. 

2) Zu S. 7. Zum Verstândniss des Beweises muss man 
beachten, dass o) keine bestimmte Grosse bezeichnet (vgl. S. 5 
Anmerkung). Die Gleichung 

%p[a,) =■ 0) 

sagt daher nur aus, dass %p{ct) fur genllgend grosse Werthe 
von m beliebig klein wird. In Folge dessen wird aneh 
%p\[(x) — i//(a — §) beliebig klein; ebenso wird, bei zweck- 
mâssiger Wahl von /î, (p[a) — (p[a — /?) beliebig klein, miid 
daher gilt dasselbe von f(a) — f[a — /!?). 

3) Zu S. 8. Das Wort «convergent a fehlt bei CreUe. 

4) 2kt S. 9, Herr Sylow macht in der neuen Ausgabe 
von AbeV^ Werken (Th. II, S. 303) darauf aufmerksam, dass 
der Lehrsatz V nur mit einer von Abel nicht hervorgehobenen 
Beschr&nkung gilt. Er sagt darûber: 

»Der Beweis des Satzes V hat einen schwachen Pnnkt. 
Es gentigt nâmlich nicht, dass \p{x)=^co ist, sondem es 
muss auch xfj[x — (i) = oj sein. Nun ist es môglich, dass 
der Werth von m, der dieser Bedingung gentigt, von /? ab- 
hângig ist, und dass, wenn ^ gegen Nul! convergirt, m tlber 
aile Grenzen wâchst. Falls dies stattfindet, ist die Annahme 

g){x) — q){x — ^) = (0 

unzulâssig, da die Form der Function q) von ^ abhângt. 

Indessen ist der Satz V riohtig, wenn nur das allgemeine 
Glied v^ d^ fttr aile Werthe von x zwischen x — x' und 
X + x" kleiner bleibt als ein und dieselbe positive Grosse M, 
die von m unabhângig ist. In diesem Falle sind n&mlich die 

Man kann daher m gross genug annehmen, dass 

ist, unter s eine beliebig kleine Zahl verstanden. Weiter 
kann man fttr jeden bestimmten Werth von m, welcher der 
obigen Bedingung genttgt, /? klein genug annehmen, dass 
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mithin 

wird. a 

Abel selbst scheint ûbrigens spftter erkannt zu haben, 
dass sein Beweis des Satzes V nîcht gentlgt. Es geht das ans 
eîner in seinen nachgelassenen Papieren gefnndenen, in den 
Oenvres Th. Il, S. 201 — 203, abgedruckten Notiz hervor, 
welche die Grnndztige eines andern Beweises giebt. — Eine Ver- 
allgemeinerung des Satzes V ist von P. Dubois-Reymond ge- 
fnnden und in den Mathemat. Annal. Bd. IV bewiesen. 

5) Zu S. 9, Abel ist der Erste, der daranf aufmerksam 
gemacht bat, dass ans der Stetigkeit der Reihenglieder nicbt 
obne Weiteres ancb die Stetigkeit der Reîhe folgt, dass daber 
der angeftthrte Satz von Cauchy nicbt allgemein ricbtig ist. — 
Die Unstetigkeiten der trigonometriscben Reifaen sind insbe- 
sondere seit Dirichlet genauer nntersncbt. 

6) Zu S, 10, Lebrsatz VI rtlbrt von Cauchy ber, die dem- 
selben anf S. 10 (unten) gegebene Fassung von Abel, 

7) Zu S, 16, Bei Abel stebt statt M der Bncbstabe m\ die 
Benntznng desselben an dîeser Stelle erscbeint aber nnzweck- 
mftssig, weil m vorber in andrer Bedeutung gebrancbt ist. 

8) ZuS,16u,23, Dass der hier ausgesproebene Satz ricbtig 
ist, obwobl der Lebrsatz V nacb Anmerknng 4) nnr mit einer 
Einscbrânkung gilt, lâsst sicb nacb Herrn Sylow folgender- 
maassen beweisen. 

Es seien ç, r, s drei positive Zablen, so dass 

ist, wobei k und K die absolnten Wertbe dieser Grôssen be- 
zeicbnen. Ferner seien d'^, A'» die Wertbe, welcbe d», A» 
annebmen, wenn in ibnen a, A, U resp. dnrcb ç, — r, s er- 
setzt werden. Dann ist 

«^V ^ *^i" ^°^ ^^^^ ^V > V • 
Da nnn die Reibe 

l + çAl + çUi + e^A^H 

convergirt, so kann man eine Zabi M angeben, die grôsser 
ist, als jedes Olied dieser Reiben; nm so mebr ist also 

-^ > ^^ ?^ cos e^ 
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fur jeden Werth von fi und fur aile Werthe von A, k\ die 
numerisch kleiner als r nnd s sind. Mithin ist der Lehrsatz Y 
anwendbar. — Ëbenso lâsst sich die Anwendung dièses Satzes 
S. 23 rechtfertigen. 

9) Zu S. 18. Dièse Gleichung ist eine von Holmhoe her- 
Tûhrende Ëinschaltung. 

1 0) Zu S. 23, Hier steht bei Crelle fâlschlich — sin (ju (p) 
statt + sin(/i9p). Ëbenso haben in den Gleichnngen S. 23 
Z. 6 u. 7 V. u. die rechten Seiten bei Crelle falsches Vor- 
zeîchen. 

11) ZuS. 26. Die Worte »wenn A = ist« sind eingeschaltet, 
in Uebereinstimmnng mit S. 28. 

12) ZuS. 26. Die Worte «gleich oder« sind nach den Oeuvres 
eingeschaltet. 

13) Zu S. 27. Bei Crelle steht hier = (resp. im Druck- 
fehlerverzeichnis <]) statt ^. 

14) Zu S. 27. Zur Erlâutening diene Polgendes: Es ist 

A'* 
nicht ganz zutreffend, A+1 — i^ + ^ = Ç ^^ setzen; 

A'* 
denn q bezeichnet eine ganze Zahl, wâhrend A + 1 — i^ + ^ 

keine ganze Zahl zu sein brancht. Zweckmâssiger wûrde man 
sagen: der erste Werth von fi, welcher der Bedingung 

genfigt, sei ç + 1; dann gilt die Ungleichung 



'^<T^) 



fur jti = ç + 1 und ftlr jedes grôssere ii. Dass ein solches 
Il mit Q + Il bezeichnet wird, wo jetzt ^tt >> , ist ebenfalls 
nicht ganz zweckmâssig. 

15) Zu S. 28. Zur Ërlâuterung diene Polgendes: ^/j + Aa+i 
+ • • • + ^û+u îst fur jedes ^i kleiner als ein endlicher, von 
1.1 unabhângiger Werth. Das bleibt auch richtig, wenn ft 
tlber aile Grenzen wâchst. 

16) Zu S. 29 u. 30. Die Worte »fûr A = sowiea fehlen 
bei Crelle. — Eine âhnliche Ëinschaltung musste S. 30 Z. 19 
gemacht werden. 
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17) Zu S. 30. Bei Crelle steht hier u. Z. 14 dieser Seite 
Null statt Eins. — In den Pormein dieser Seite steht bei Crelle 
mehrfach è^ statt des rîchtigen /?. Auch andere Drnckfehler 
mussten hier verbessert werden. 

18) Zu S. 32, Bei Crelle steht hinter Va* + ô* = 1 noch 
[a = cos qp , ô = sin çp) . Das ist hier fortgelassen. 

19) Zu S. 33. In diesen Formeln steht bei Crelle fâlschlich 
g) — Q7t statt ^q) — qtv. Auch in den weiterhin folgenden 
Ponneln war mehrfach çp durch ^ go zu ersetzen. 

20) Zu S. 35. Bei Crelle steht Lehrsatz (II) statt flll). Dass 
III richtig ist, zeigt Herr Sylow in den Oeuvres II, S. 304. 

21) ZuS. 36. Bei Crelle steht fâlschlich 1 statt 7t. 

22) ZuS. 37. Bei Crelle steht: »ffir ein positives m zwischen 
— 1 und oo.(( Auch die Wortfassung der Ueberschrift von 
Crelle (Z. 10, 11 dieser Seite) ist etwas geândert. 

23) ZuS. 38. Setzt man in der letzten Gleichung von S. 37 
a = 2:r, so kommt zunâchst 

m 

(4 cos* a:) cos [a — mx -^ mq7t\ ^ 
wo X zwischen qn — und q^c -\' — liegt. Nun ist 

Â là 

m 

(4 cos^a:)^ = (2 cosa:)^, falls cos x positiv ist, 



m 



dag'egen 

(4 cos^a;)^ = ( — 2 cos a:)''*, falls cos x negativ ist. 

Damit der erste Fall eintritt, muss fur q eine gerade Zahl (2^), 
im zweiten Falle dagegen eine ungerade Zahl \^q-\-\.) ge- 
nommen werden. 

In den beiden ersten Formeln S. 38 fehlt tlbrigens bei 
Crelle im letzten Gliede rechts der Factor n. 

24) Zu S. 38. Z. 7 — 9 lauten bei Crelle: «Setzt man 

1) a = mx] 2) a = mx -{- —; 3)x = i/ — ; 4) a = my; 

Aà Zi 

SO ist:a 

25) Zu S, 39. Die Zeilen 11—14 lauten bei Crelle folgen- 
dermaassen : 

«Dièse Ausdrtlcke gelten ffir jeden Werth von x^ wenn m 
positiv ist. Liegt m zwischen — 1 und 0, so muss man 
1) unter den Werthen von x in den Formeln (1), (2), (5), (6) 
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die Werthe x i= 2q7t und x = Iqtv -h -^ , 2) in 

den Pormeln (3), (4), (7), (8) die Werthe x=1q'it und 
a; = (2ç + 1)^ ausnehmen. 

In jedem andern Falle sind die in Rede stehenden Reihen 
convergent. « 

Dieser Fassung ist die der Oeuvres, die oben im Texte 
benntzt ist, vorgezogen. — 

Z. 4 V. u. steht bei Crelle fftlschlich (cos xf^ statt (2 coaa;)*'*. 
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